第 26 卷 第 6 期 工 程 数 学 学 报 Vol. 26 No. 6 
20091512 H CHINESE JOURNAL OF ENGINEERING MATHEMATICS Dec. 2009 


文章 编号 :1005-3085(2009)06-1005-16 
二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 精确 边界 能 控 性 


庄 凯 丽 ， 尚 培 培 
(复旦 大 学 数学 科学 学 院 ， 上 海 200433) 


摘 要 : 本 文 以 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 混合 初 边 值 问题 的 半 整 体 C2? 解 理论 为 基础 ， 针 对 一 般 的 二 阶 拟 线 
性 双 曲 型 方程 的 特征 根 在 平衡 态 附近 的 不 同 分 布 情况 ， 分 别提 出 了 相应 的 一 般 边 界 条 件 ， 并 采用 
直接 构造 的 方法 ， 对 特征 根 均 不 为 零 的 情况 ， 建 立 了 完整 的 局 部 精确 边界 能 控 性 理论 ， 对 一 特征 
根 为 零 的 情况 ， 对 一 类 特殊 的 方程 建立 了 其 精确 边界 能 控 的 充分 必要 条 件 ， 并 分 别 对 相应 的 控制 


时 间 给 出 了 估计 。 
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1 引言 


关于 线性 波动 方程 的 精确 能 控 性 已 有 大 量 结果 3 。 对 于 拟 线性 双 曲 型 方程 目前 的 结果 还 不 
多 ， 主 要 集中 在 一 维 的 情况 。 李 大 潜 等 建立 了 自治 情形 下 一 阶 拟 线性 双 曲 组 及 拟 线 性 波动 方程 
的 精确 边界 能 控 性 理论 8-9 。 在 此 基础 上 , 注意 到 能 控 性 理论 在 非 自 治 情况 与 自治 情形 有 本 质 
上 的 差别 辐 , 王志强 给 出 了 相应 的 非 自治 一 阶 拟 线性 双 曲 组 及 拟 线性 波动 方程 的 精确 边界 能 控 
性 理论 79。 本文 将 利用 类 似 方法 对 一 般 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 建立 相应 的 精确 边界 能 控 人 性 。 

考虑 下 述 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 

Utt + a(u, Ux, Ue) Utz + b(u, uz, Ut) urs = c(u, us, ut), (1) 
HP u = w(t, s) X (tx) 的 未 知 国 数 ，a, b, c 均 为 其 变量 在 所 考察 的 区 域 上 的 已 知 Cl 函数， 且 
成 立 
(a? — 45)(0,0,0) > 0 (2) 
及 
c(0,0,0) = 0. (3) 
tH (3). u = 0 Æ (1) 的 一 个 解 一 平衡 态 。(2) 保证 了 方程 (1) 在 平衡 态 附近 为 双 曲 型 的 。 
初始 条 件 为 


t=0: (u, u) = (ve(z), v(z), 0<z<L, (4) 
其 中 y, v 43145 [0, L] Ef) C? 31 C? 函数 。 由 (2) 知 ，(1) 的 特征 方程 
A? —aà+b=0, (5) 
在 平衡 态 附近 具有 两 个 互 异 的 实 特 征 根 
2 iss 27x 
X 2 EYE TÉ a, pet IE, (6) 
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李 大 潜 和 于 立新 在 文 [6] 中 对 形 如 
Utt 一 (K(u,uz)), = F(u, Ur, ur) (7) 


的 一 维 拟 线性 波动 方程 建立 了 精确 边界 能 控 性 理论 ， 其 中 设 K, (0,0) > 0& F(0,0,0)=0. 3X 
J& (1) YEa 三 0，!0,0,0) < 0 时 的 一 种 特殊 情况 。 

746(0,0,0) Æ 0,5(0,0,0) < ORT, FAR. RAIA EIO] 在 一 端 给 定 Dirichlet 边界 条 
件 ， 另 一 端 给 定 一 般 边界 条 件 的 情形 下 得 到 了 相应 的 单 侧 能 控 性 定理 。 

为 了 保证 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 (1) 混合 初 边 值 问 题 的 适 定性 ， 根 据 其 特征 根 入 , uE (u, us, 
u) = (0,0, 0) 附近 的 不 同 分 布 情况 ， 其 边界 条 件 应 有 相应 的 不 同 提 法 及 要 求 。 我 们 分 以 下 三 种 
情形 进行 讨论 : 

情形 1.1 入 <0<j， 即 (1) 的 两 特征 根 为 一 正 一 负 ， 这 要 求 


b(0,0,0) < 0, (8) 


于 是 条 件 (2) 自然 满足 。 此 时 要 在 z = 0 及 z = 工 处 分 别提 一 个 边界 条 件 ， 设 在 z = 0 处 给 定 


z—0:uc-h(t), (9) 
或 
z=0 : R(u, uz, ui) = k(t), (10) 
而 在 x = 工 处 给 定 
z=L:u= h(t), (11) 
或 
z=L: Ru,u,u) = h(t), (12) 


其 中 忆 及 五 均 为 所 含 变量 的 C1 函数 。 
情形 1.2 Oc A «p, BB (1) 的 两 特征 根 均 为 正 ， 这 要 求 


ARUM 
(13) 
6(0,0,0) > 0. 
此 时 ， 两 个 边界 条 件 均 提 在 x = 0 处 ， 为 
z=0:u=h(t), uz = h(t). (14) 


当 (1) 的 两 特征 根 均 为 负 ， 即 入 < /< 0 时 ， 两 边界 条 件 需 提 在 x = Lib, TüULXS4D., KAR 
述 。 
情形 1.3 入 =0<A=a， 即 (1) 的 两 特征 根 为 一 正 一 零 ， 这 要 求 


| a(0,0,0) > 0, a 


b(u, Uz, ut) =0, 


于 是 (2) 自然 满足 。 此 时 只 需 在 z = 0 处 提 一 个 边界 条 件 (9) 或 (10)。 当 方程 的 两 特征 根 为 一 负 
FN, ERRA, DAE. 
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对 情形 1.1 和 情形 1.2， 我 们 分 别 建立 了 完整 的 局 部 精确 边界 能 控 性 ， 对 情形 1.3， 由 于 此 
时 方程 (1) 具有 本 质 的 零 特 征 ， 仅 通过 边界 控制 实现 精确 能 控 性 一 般 是 做 不 到 的 。 本 文 仅 对 其 
中 一 类 特殊 的 方程 建立 了 相应 的 单 侧 精确 边界 能 控 性 。 

为 叙述 方便 ， 引 入 如 下 二 个 常数 d, d 


当 边 界 条 件 取 (9) 时 ， z HARRER (11) 时 ， de 
1 当 边 界 条 件 取 (10) Bt. 1 当 边 界 条 件 取 (12) 时 . 
2 ”精确 边界 能 控 性 
任意 给 定 初始 条 件 
t=0 : (u, w) = (9(7), Vz)), 0O<z<L (17) 
与 终端 条 件 
t=T :(uu)-—(9(z), (x), 0<z<L. (18) 


我 们 试图 寻找 适当 的 了 > 0 及 边界 控制 h(t) 和 (或 )h(t)， 使 在 区 间 [0,T] 上 实现 精确 边界 能 控 
性 。 
情形 2.1 A«0«p. 在 z= 0 处 边界 条 件 取 为 (10) 时， 不 妨 设 成 立 


R(0,0,0) = 0, (19) 
并 且 进 一 步 假设 成 立 
(R2 — uR3)(0,0,0) 关 0. (20) 
类 似 地 ， 当 z = 工 处 边界 条 件 取 为 (12) 时 ， 不 妨 设 成 立 
R(0,0,0) = 0, (21) 
并 且 进 一 步 假 设 成 立 
(R5 — AH3)(0,0,0) Æ 0, (22) 


其 中 入 1 由 (6) 给 出 ， 而 Ri Ri (i = 2,3) 分 别 表示 R, 五 对 第 i 个 变量 的 一 阶 偏 导数 。 
定理 2.1 (XM REFS) Wa, b, c 均 为 其 变量 的 Cl 函数 ，(2)-(3) 成立。 在 边界 条 件 为 (10) 时， 
成 立 (19)-(20); 在 边界 条 件 为 (12) 时 ， 成 立 (21)-(22)。 令 


1 1 
TO 
AERIS XE VM (p, Y) ME (D, W) € C? x C1, Xp 


lo, v)llezo,rxeon; 和 IE, V)llozto rj xe, zi 


充分 小 。 则 必 存 在 边界 控制 h(t) 和 h(t)， 其 中 (h,h) € C4 x cî, B. ICs B) lloato mis cator] 充 
分 小 。 使 得 混合 初 边 值 问题 (1), (17), (9)-(10) 之 一 及 (11)-(12) 之 一 在 区 域 R(T) = ((62)|0 < 
t <7T,0<z<L} 上 存在 唯一 的 半 整 体 C2 解 w= w(t,z)， 其 C0? 模 充分 小 ， 且 精确 满足 终端 条 
件 (18)。 ` 
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证 明 为 了 证 明定 理 2.1， 只 需 证 明 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 (1) 在 区 域 R(T) 上 存在 一 
个 C? 解 
u= au 人 ttz)， 其 C2 模 充分 小 ， 且 同时 满足 初始 条 件 (17) 和 终端 条 件 (18)。 然 后 将 其 代入 边界 
条 件 (9)-(10) 之 一 及 (11)-(12) 之 一 即 可 得 到 相应 的 边界 控制 函数 。 
由 (23)， 存 在 s > 0 充分 小 ， 使 得 
1 


1 
T» Lm { eol nav} (4) 
~ L 1 1 
Dis 2 am [A(u, v, w)|' u(u, v, w) P (25) 
我 们 分 几 个 步骤 来 构造 满足 上 述 要 求 的 C2? H u = u(t x). 
人“ 首先 ， 考 虑 方程 (1) 具 初 始 条 件 (17) 及 如 下 人 为 边界 条 件 的 前 向 混合 初 边 值 问题 
Z 一 0 : u= fi(t), (26) 
r=L: u= fə(t), 


RB AQ) R fat) EXE GERI, CONRES h, PREA (to) = (0,0) 及 (0, 工 ) 分 
别 满足 C2 相 容 性 条 件 。 由 引 理 31， 该 混合 初 边 值 问题 在 区 域 R/ = (t2) | 0< t< 
T, 0 < z «x 1 上 存在 唯一 的 C2? 解 = uy(t,z)， 其 C0? 模 充分 小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯一 确 
E (Up Ufs) Ær = E AEG A 
L . 
9 M 
HR ICE, 8) onto m xe om 充分 小 。 

(i) 同样 地 ， 我 们 考虑 方程 (1) 具 终端 条 件 (18). 及 如 下 入 为 边界 条 件 的 后 向 混合 初 边 值 问 


A rd 


(ug, ufe) = (EHEH), 0<t<T, (27) 


题 


(28) 
z=L : u= gt), 


uode 


其 中 gi(t) 及 g2(t) 是 任意 给 定 的 ， 其 C2[T 一 五 ,了 T] 模 充分 小 ， 且 在 点 (t,x) = (7,0) E (T, D) 2) 
别 满足 C? 相 容 性 条 件 。 由 注 3.1， 该 混合 初 边 值 问 题 在 区 域 R = {t2)T-T <t s 
T,0 < x < 71 上 存在 唯一 的 C2? 解 = ws(t,z)， 其 0C? 模 充分 小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯一 确 
XE (Ub, ups) fE m = L REOR, f$ 


p 3 : (us, ug) = (0(0,5()), T-T <t<T, (9) 


其 中 Qs Dle- rer- r 充分 小 。 
(iui) 注意 到 (8)， 交 换 变 量 t, z 的 地 位 ， 将 方程 (1) 改写 成 如 下 形式 
Urr + gute + Tuu = : (30) 
考虑 方程 (30) 具 初始 条 件 


z= 2 : (uua) = (0,50), 0<t<T (31) 
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和 边界 条 件 
t=0: u=), 0szz£, T 
t=T :u-G(z) 0<z<# 
的 左 向 混合 初 边 值 问题 ， 其 中 lr 30lezto, m] xe tom 充分 小 ， 且 满足 
é(t),é(t)), ost«m, 
(9,50) -4 (33) 
(n(t), n(t)), T -— Ti < t < T. 


由 引 理 3.1， 该 左 向 混合 初 边 值 问 题 在 区 域 RR = ((62)]0 <t <T, 0< z < EEEE 
(f) C? fiu — ulte) KOREN. 
Gv) 同样 地 ， 对 方程 (30) 具 初 始 条 件 (31) 和 边界 条 件 


| t=0 :w= g(x), 


L 
- L 
t-T:u-9(z, <r<L 


IU IER TXLBIREBE, h31, HEKER R, = ((65z)0 «tx T, £ « x < L) Efe 
一 的 C2? 解 = u (t,d), K C? 模 充分 小 。 
(v) $ 


u.(tx), (t,£) € Rr. 


易 知 ve C2[R(T)]， 且 在 R(T) 上 满足 方程 (1)。 下 面 只 需 证 明 w = u(t, z) 满足 初始 条 件 (17) 和 
终端 条 件 (18)。 

RKE, C? Hu — u(t, x) (相应 的 wu = u(t, £)) Mu = u(t, £) 同时 满足 方程 (30) (BI (1))， 
初始 条 件 


了 :oo = (EEO), 0<t<n (36) 

和 边界 条 件 

t-0:uce(2), 0xe«£, (37) 
相应 地 ， 

t-0:u-o(z ZSz«L 
th Ty 的 选取 (25) 41, BC 

(e210st« E oss F], 
in (.2)10«:« 230-9 sesLi} 

a) osts 77, 7 <es 


包含 在 单 侧 混合 初 边 值 问题 (1), (36)-(37) 的 最 大 决定 区 域内 。 由 C2 解 的 唯一 性 (参见 文 [11]) 知 ， 
在 上 述 区 域内 有 w(t,z) & wy(t,z)， 特 别 有 (17) 成 立 。 同 理 ，(18) 成 立 。 定 理 2.1 证 毕 。 

注 2.1 关于 控制 时 间 的 估计 (23) 是 不 可 改进 的 ， 它 保证 了 前 、 后 向 Cauchy 问题 的 最 大 决 
定 区 域 互 不 相交 。 
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ATWUDX gu. AERE 


Un 十 gute > rs =0 (38) 
它 有 两 个 特征 根 
前 向 Cauchy 问题 (38) 及 (17) 的 最 大 决定 区 域 为 {(t,z)|z <t «25-2, 0 <z < L). 后 
向 Cauchy 问题 (38) 及 (18) 的 最 大 决定 区 域 为 {(t,z)|T-2z «t « z- L- T, 0€ z & L). 
TZ T«2L, nli. 
E 5 T 7 
AL 
\ A 
X N 
Z \ 


Eli: 特征 根 一 正 一 负 时 的 双 侧 能 控 


注意 到 前 向 Cauchy 问题 的 最 大 决定 区 域 之 顶点 4 为 (3L, 2D), ET < 2L( 且 不 妨 设 TT > 
刀 时 必 落 在 后 向 Cauchy 问题 的 最 大 决定 区 域 之 内 ， 这 两 个 三 角形 区 域 必 相交 ， 与 解 的 相 容 性 
LESE 

定理 2.2 (x = 0 处 单 侧 能 控 ) 在 定理 2.1 的 假设 下 ， 进 一 步 假设 成 立 


(R2 — uR3)(0,0,0) # 0. (40) 


^ 
1 1 
a a |A(0, 0,0)| $ AH(0,0,0) } (41) 


对 任意 给 定 的 初 值 (p, Y)» 终 值 ($, V) € C? x el , 
I v)lleso,zjxepo.r 和 ||(®, W)llezo,rjxepo,z) 


充分 小 ， 任 意 给 定 的 及 € C5， 上 lato,r] 充分 小 ， 且 在 点 (t,x) = (0,0) 和 (0, 工 ) 分 别 满足 C? 相 
容 性 条 件 ， 必 存在 z = 0 处 之 边界 控制 h c C, Hlh|osor 充分 小 ， 使 得 混合 初 边 值 问 
题 (1), (17), (9)-(10) 之 一 及 (11)-(12) 之 一 在 区 域 R(T) = {(t,7x) |O xt € T, 0€ x € L) EFE 
唯一 的 半 整 体 C? 解 w= u(t,x)， 其 C? 模 充分 小 ， 且 精确 满足 终端 条 件 (18)。 

证 明 为 了 证 明定 理 2.2， 只 需 证 明 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 (1) EKR R(T) 上 存在 一 
^ C? ff 
u 二 u(t,z)， 其 C? 模 充分 小 ， 且 同时 满足 初始 条 件 (17)， 终 端 条 件 (18) 以 及 在 x = 工 处 之 边 
界 条 件 (11)-(12) 之 一 。 然 后 将 其 代入 zx = 0 处 之 边界 条 件 (9) 或 (10)， 即 可 得 到 边界 控制 函 
BU. 
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山 (41)， 存 在 e > 0 充分 小 ， 使 得 


1 1 
T»L { F 42 
" Tome |A(u, v, w)| 过 piu, v, w) n 


心 


L L 
— max , h= max =~. 
uw)l<e p(u,v,w)' ^? — uvje Alu, v, w)| 


(i) 首先 ， 考 虑 方程 (1) 具 初 始 条 件 (17) 和 边界 条 件 (11)-(02) 之 一 及 如 下 人 为 边界 条 件 
r=0:u= f(t) (44) 


的 前 向 混合 初 边 值 问 题 ， 其 中 f 是 任意 给 定 的 t 的 C2 函数 ， 其 C2[0, 隐 |] 模 充分 小 ， 且 在 
点 (t,x) = (0,0) W E C? 相 容 性 条 件 。 由 引 理 3.1， 该 前 向 混合 初 边 值 问 题 在 区 域 Rj = {(t, x) | 
0<<t<,0<z<L} 上 存在 唯一 的 C2 解 u 二 wy(t,z)， 其 C? 模 充分 小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯 
一 确定 (ur, Ufe) Ex = 工 处 的 值 ， 有 


z—L:(upugz) = (£(0,&0), 0<t<T, (45) 


HP ICE, E lleon xeon] 充分 小 。 
Gi) 同样 地 ， 我 们 考虑 方程 (1) 具 终 端 条 件 (18) 和 边界 条 件 (11)-(12) 之 一 及 如 下 人 为 边界 
条 件 


(43) 


Ti 


zr=0: u= g(t) (46) 
的 后 向 混合 初 边 值 问 题 ， 其 中 9 是 任意 给 定 的 + 的 C2 函 数 ， 其 C2T — T), T| RA N.H 
在 点 (t,x) = (7,0) 满 足 C2 相 容 性 条 件 。 注 意 到 (40)， 由 注 3.1， 该 后 向 混合 初 边 值 问题 在 区 
域 R = {(tz)| T-T St ST, 0 <x <L} EFEE— HCR u = wlte) KC? 模 充分 
小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯一 确定 (Ub, Ubs) 在 x = 工 处 的 值 ， 有 


zc LL: (ut),uozlt)) = (n(0;9(0), T-T»«t«T, (47) 


其 中 IQ, leer xe tr-m.r) 充分 小 。 
(ui) ”注意 到 (8)， 交 换 变量 t, x 的 地 位 。 考 虑 方程 (30) 具 初 始 条 件 


r= L: (uv,u)= (yt),57t)), 0<t<T (48) 
和 边界 条 件 
| t=0 :w= g(x), (49) 
t-T:ucz-é(x) 


的 右 向 混合 初 边 值 问题 ， 其 中 lC. 500o2t,7] x c 0,7] 充分 小 ， 满足 


t),é(t)), 0<t<T, 
(16), 34) - SESS : (50) 


且 在 0 < t < TT 上 满足 边界 条 件 (11)-(12) 之 一 。 由 引 理 3.1 及 注 3.1， 该 右 向 混合 初 边 值 问题 在 
区 域 R(T) 上 存在 唯一 的 C? 解 w= w(t,z)， 其 C? 模 充分 小 。 下 面 只 需 证 明 w = ult, a) 满足 初 
始 条 件 (17) 和 终端 条 件 (18). 
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EK b. C? Ru — w(t,z) 和 w= u (t, x) 同时 满足 方程 (30) (HI (1)) 及 初始 条 件 
aL (uui. stem (51) 


与 边界 条 件 

t=0 : u= (z). (52) 
H T, HE RN (43) 4, DXXX((6z) | 0 < t x ẸPr, 0 x x < 本 包含 在 单 侧 混 合 初 边 值 
问题 (1), (51) 及 (52) 的 最 大 决定 区 域内 ， 由 C2 fe Bg mE-— (aaam, EER RA 
fi u(t,z) 三 urltz)， 特 别 有 (17) 成 立 。 同 理 ，(18) 成 立 。 定 理 2.2 证 毕 。 

注 2.2 关于 控制 时 间 的 估计 (41) 是 不 可 改进 的 ， 它 保证 了 前 、 后 向 单 侧 混合 问题 的 最 大 决 
定 区 域 不 相交 。 

为 说 明 这 一 点 ， 考 察 方程 (38) 具 初 始 条 件 (17) 和 边界 条 件 (9) 的 前 向 单 侧 混合 问题 ， 其 最 
大 决定 区 域 为 {(t,x) | 0 <t < 2L—-2z,0 < x € L). MAF (38) 具 初 始 条 件 (18) 和 边界 条 
件 (9) 的 后 向 单 侧 混合 问题 ， 其 最 大 决定 区 域 为 {(tz) |z-L+T<stgsT0g<zrgL)。 
若 荆 < 3L， 如 图 2。 


isdem e 
2L x 
P di 
md 
zu 
"d 

T-L W 

O^ L PE 


图 2: 特征 根 一 正 一 负 时 的 单 侧 能 控 


这 两 个 三 角形 区 域 必 相交 ， 从 而 与 解 的 相 容 性 矛盾 。 
ik2.3 单 侧 边 界 控制 也 可 以 给 在 z = 工 这 一 侧 ， 但 此 时 需 将 假设 (40) 改 成 


(R5 — AR3)(0,0,0) £ 0. (53) 


注 2.4 3X [8|] 中 关于 一 维 拟 线 性 波动 方程 的 能 控 性 结果 是 定理 2.1 及 定理 2.2 的 直接 推论 。 

情形 2.2 0cA «qu. 

定理 2.3 (x = 0 处 单 侧 能 控 ) Ha, b, c 均 为 其 变量 的 Cl 函数 ，(2)-(3) E (13) KE, $ 
L 


HERA EUIH (ov). ffi (p, Y) eC? x C01， 
le Bezto nxcilor 和 WE, V)lezto, rxcito,zi 


充分 小 ， 必 存在 z = ORELL (h, h) € C? x CH. BI, R)llentoricento;r 充分 小 。 使 得 
混合 初 边 值 问题 (1), (17) 及 (14) 在 区 域 R(T) = (652) |O& t€ T, 0€ x € L) EEEE HH 
整体 C2 Ku —u(tz). KC? BUE ds. HERRERA (18). 
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证 明 为 了 证 明定 理 2.3， 只 需 证 明 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 (1) 在 区 域 R(T) 上 存在 一 
个 C2? 解 = u(t,z)， 其 C? 模 充分 小 ， 且 同时 满足 初始 条 件 (17) 和 终端 条 件 (18)。 然 后 将 
其 代入 边界 条 件 (14) 中 即 可 得 到 相应 的 边界 控制 函数 (六 刀 。 

由 (54)， 存 在 e > 0 充分 小 ， 使 得 


uso) A(u, v, w) (55) 
Hi 
MS (usse A(u, v, w)' 9 (56) 
满足 
Ti 十 To < T. (57) 
人) 首先， 考虑 方程 (1) 具 初 始 条 件 (17) 和 如 下 人 为 边界 条 件 
z-0:u-—fi(t, us = f2(t) (58) 


的 前 向 混合 初 边 值 问题 ， 其 中 (fa (£), RE) 是 任意 给 定 的 ， 其 C2[0, T] x C1 [0,7] 模 充 分 小 ， 
且 在 点 (t,x) = (0,0) 满 足 C? 相 容 性 条 件 。 由 引 理 3.2， 该 混合 初 边 值 问 题 在 区 域 R 上 存在 
唯一 的 C2? ffu = wz(t,z)， 其 C2 模 充分 小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯一 确定 (up, ugs) TE — 工 处 的 
tE (45). XP ICE lcziomjxcalom] 充分 小 。 

(让 ”同样 地 ， 我 们 考虑 方程 (1) 有 具 终端 条 件 (18) 和 如 下 人 为 边界 条 件 


r—-L:u-gi(t, uz = g(t) (59) 


的 后 向 混合 初 边 值 问 题 ， 其 中 (g(t), g2(t)) ERAEN, SEC? [T — T», T] x C! [T — T9, T] E 
充分 小 ， 且 在 点 (t,x) = (T, L) WE C 相 容 性 条 件 。 由 注 3.2， 该 混合 初 边 值 问题 在 区 域 R。 上 
存在 唯一 的 C2 解 久 = ws(t,z)， 其 C? 模 充分 小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯一 确定 (Ub, Uor) Ær = LAE 
KE (47), H Gn ollestr-m.rxeitr-7 充分 小 。 

(ui) 注意 到 (13)， 交 换 变量 由 c 的 地 位 。 考 虑 方程 (30) 具 初 始 条 件 (48) 和 边界 条 件 


t=T :wu= Bz), wu = V(x) (60) 


的 左 向 混合 初 边 值 问 题 ， 其 中 IGA ?YY)llezto;r]xct,r] 充分 小 ， 满 足 (50). 由 引 理 3.2 Rit 3.2, 
此 左 向 混合 初 边 值 问题 在 区 域 R(T) 上 存在 唯一 的 C2 解 — ultr) KC? 模 充分 小 。 下 面 只 
需 证 明 w = u(t, x) 满足 初始 条 件 (6). 

FRE, Cu = u(t,z) Mu = wy(t,x) 同 时 满足 方程 (30) (BB (1)) 及 初始 条 件 (51)。 
Ei Ti 的 选取 (56) 知 ， 区 域 {(t,z) | O0 € t € 212,0 € x x L) f&& fE Cauchy 问题 (1) 及 (51) 的 
最 大 决定 区 域内 。 由 C2 解 的 唯一 性 (参见 文 [11]) 知 ， 在 上 述 区 域内 有 (t,x) = wy(t, x)。 特 别 
有 (17) 成 立 。 定 理 2.3 证 毕 。 

注 2.5 关于 控制 时 间 的 估计 (54) 是 不 可 改进 的 ， 它 保证 了 前 向 Cauchy 问题 的 最 大 决定 区 
域 与 线段 {(t,x) |t = T, 0 € z < 工 } 不 相交 。 

为 了 说 明 这 一 点 ， 考 察 方程 

Utt 十 2ui + ugs = 0, (61) 


它 有 两 个 正 特 征 根 
A—-pu-l. (62) 
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前 向 Cauchy 问题 (61) 及 (17) 的 最 大 决定 区 域 为 {(t,7x) |O&« tz, 0«z« L). $T «L, hn 
图 3。 


图 3: zx == 0 处 的 单 侧 能 控 


该 最 大 决定 区 域 与 线段 {(t,z) |t = T, 0 < z <L 必 相 交 ， 与 解 的 相 容 性 相 子 盾 。 

情形 2.3 0 三 和 <j。 此 时 (1) 具 有 本 质 的 零 特 征 ， 而 具 零 特征 的 拟 线性 双 曲 型 方程 通常 需 
要 加 内 部 控制 来 实现 其 精确 能 控 性 [99， 仅 通过 边界 控制 实现 精确 能 控 性 很 难 做 到 。 下 面 我 们 
将 对 一 类 特殊 的 方程 建立 其 精确 边界 能 控 的 充分 必要 条 件 。 

考虑 如 下 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 


(w+a)uz + b(u)), = 0, (63) 
即 
Utt + ü(u)ui = —à (u)urur ES b (u)us, (64) 
Apa, bec, H 
à(0) > 0. (65) 
这 相当 于 (1) 中 
a(u, uz, ut) = a(u), 
b(u, uz, ut) = 0, (66) 
c(u, ux, ut) = —Ñ' (u)uzu, — 9 (u)us. 
由 方程 (63)， 成 立 
u;--ü(u)u, -b(u) = &(x), Vt, (67) 


Hp) A — 5 tA BS ESRG DRUHOSEEE RA XE ETE (o, Y) 及 终 值 (更 ,更 )， 必 要 求 成 立 
p(z) + a(v(z))e' (x) + b(p(z)) 
= W(z)--à($(z))9(z)4-b(9(z) £ Xz), O«z«L, (68) 


HX) € CH0, L, BE C![0, DRRR. hiena, (68) 是 (63) 单 侧 边界 能 控 的 必要 条 
件 。 下 面 证 明 (68) 也 是 充分 的 ， 即 只 要 初 值 (P,V) 与 终 值 (9, V) 满足 (68) 式 ， 必 可 以 找到 边界 
控制 h(t) 实现 精确 边界 能 控 性 。 
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定理 2.4(z = 0 处 单 侧 能 控 ) 设 区 8 均 为 其 变量 的 C2 函数 ， 边 界 条 件 为 (9) 或 (10)， 而 在 
边界 条 件 为 (10) 时， 成 立 (19)-(20)。 令 


T» (69) 


L 

a(0)' 

对 任意 给 定 的 初 值 (yp,y) RIE (6, V) e C? x C1, 
ll&e.v)llezo,rxc1o,n 和 ||(®,vV)llezto,Lxorlo,n 


充分 小 ， 且 满足 (68)。 必 存在 x = 0 处 的 边界 控制 he C^, Blhlo«or 充分 小 ， 使 得 混合 初 
边 值 问题 (63), (17) 及 (9)-(10) 之 一 在 区 域 R(T) = ((62) | Oct <T, 0€ x € L} EAgetenE— H 
FEC u= u(t,z)， 其 C2 模 充 分 小 ， 且 精确 满足 终端 条 件 (18)。 

证 明 为 了 证 明定 理 2.4， 只 需 证 明 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 (63) (8 (64) EKR RT) EF 
在 一 个 C0?2 解 w= u(t,z)， 其 C2? 模 充分 小 ， 且 同时 满足 初始 条 件 (17) 和 终端 条 件 (18)。 然 后 将 
其 代入 边界 条 件 (9) 或 (10) 中 即 可 得 到 相应 的 边界 控制 函数 h。 

由 (69)， 存 在 e > 0 充分 小 ， 使 得 


> max Guy (70) 
P L 
Ti = max un 20 (71) 
满足 
TT <T. (72) 


() 首先 ， 考 虑 方程 (64) 具 初 始 条 件 (17) 和 人 为 边界 条 件 (44) 的 前 向 混合 初 边 值 问 题 ， 其 
中 了 是 任意 给 定 的 上 + 的 C2 mS RC?[0, T] 模 充 分 小 ， 且 在 点 (tc) = (0,0) WE C? 相 容 性 条 
件 。 由 引 理 3.3， 该 前 向 混合 初 边 值 问题 在 区 域 尺 ITE TEMPE H C? fu = ultr) KOR 
充分 小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯一 确定 (ug, Ufe) 在 zx — LARRI (45), H ICE, Elenco m] 
充分 小 且 满足 
zr—-L:w-ü(uv-4b(u)-u«L, 0gtgT, (73) 


Hp u = £(t), v E(t), w= &'(t). 
(i) 同样 地 ， 我 们 考虑 方程 (64) 具 终 端 条 件 (18) 和 如 下 人 为 边界 条 件 


z=L: u= g(t) (74) 


的 后 向 混合 初 边 值 问题 ， 其 中 9 是 任意 给 定 的 上 的 C2 函 数 ， 其 C2T — T9, T] E7823, H 
EA (tz) = (万 满足 C2 相 容 性 条 件 。 由 注 3.3， 该 混合 初 边 值 问题 在 区 域 机 上 存在 唯 
一 的 C2 解 u = 全 ( 仿 z)， 其 C2 模 充分 小 。 这 样 我 们 就 可 以 唯一 确定 (ub, Ur) Ær = 工 处 的 
值 (47)， 其 中 |(7, 本 llcztr- 人 下 xcxtzr- 字 可 充分 小 且 满 足 


z=L : w+ãă(ujv +b(u) = XL), T-T»«t«T, (75) 


RP u= n(t), v = 7(t), w =n (t). 
(üi) 将 (67) 关 于 z 求 导 ， 得 


(us + à(u)us + Hu) = 2 (2), (76) 
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Hp Z (£) e€ CO, L $ 


v—u,  w-u, U=(u, v, w)", (77) 
则 (76) 可 改写 成 一 阶 拟 线性 双 曲 组 
ou _ 
Ór 


Ov l1 & 1 


Jz aa a ~ aa l 4 (0 AA (78) 
Ow Ov — 0 
Be 
Baa aU ðU 
Br A (0) (79) 
其 中 
0 0 0 v 
Au)-|o a5 0 [p FO=| -YW -V(u--e(z) |. (80 
0 -1 0 0 


BA A(U) AZARI 2: —X(U)(i-1,2,3), Xm 
b" = Xz = 0, As m á(u)' (81) 
而 相应 的 左 特 征 向 量 可 取 为 _ 
l (U) = (1,0, 0), 


(U) = (0,&(u), 1), (82) 
ls(U) = (0,1,0). 
于 是 可 将 (79) 改写 成 如 下 的 特征 形式 


l(U)(Us + X(U)U:) = i (U), (83) 
其 中 
pa (U) =v, 
加 (7) = —' (u)v? — V (u)v +7 (2), (84) 


a lI 2 y ^ 
Nia(U) — L9 (u)v zs er 


TIZ (£) = (8. + A2(U)&x)e(z) = (8; + As(U)&&)&(z).. loo,n 充分 小 。 
考虑 方程 (79) 具 初始 条 件 


z-L:U-(qt,w0.Y(0) 0ostzT (85) 


和 边界 条 件 
t—-T:u-ó(r, 0<z<L (86) 
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的 左 向 混合 初 边 值 问题 ， 其 中 (7 办 lozlo,Tjxctlo,z] 充分 小 ， 满 足 (50) EL 
r—L:w-càü(u -b(u-d«L) Oxt«T, (87) 


其 中 u= y(t), v= a(t), w = y (t). 
易 证 ， 边 界 条 件 (86) 在 U = 0 的 一 个 邻 域内 可 改写 成 


t=T v= Ga(z, Ui, v3) 十 Ha(x) (88) 


的 形式 ， 其 中 wv = L(U)U (i = 12,3)， 而 Ga(z,0,0) = 0, H.Hsllexo,r 782» ^h (8 X 
x [0]. mx [13,14]， 该 混合 初 边 值 问题 在 区 域 R(T) 上 存在 唯一 的 半 整 体 C1 解 U = U(t;a) 
= (u(t,z),v(t,z),w(t,z)7), B|Ullexnmry 充分 小 。 现 在 证 明 w = u(t, z) € CRT] R C 
充分 小 ， 且 wv 二 ws, w = wz。 由 (78) 的 第 1 式 ， 有 w(t,z) = us(t,x)。 将 其 代入 (78) 的 第 3 式 ， 
得 8,(w —u,) = 0， 对 其 关于 z 在 [zx, ZL 上 积分 ， 再 注意 到 (85)， 就 得 到 w(t, xz) = ut). A 
而 可 得 u(t,x) e C2[R(T)]， 且 其 C2? 模 充分 小 。 注 意 到 (87)， 由 (76) 可 得 ，w = u(t, m) WEN 
程 

u,-ü(u)u, + blu) = Xx), O«t«T. (89) 


MT u = u(t, x) 满足 方程 (63) ( 即 (64)). 

接 下 来 只 需 证 明 w = u(t, x) 满足 初始 条 件 (17) 和 终端 条 件 (18). 

事实 上 ，C2 解 = u(t, zx) Hu = ug(t, c) IR] BE UA E 7; fe (64) 及 初始 条 件 (51). d Ty 的 选 
W (71) 50, DG {(t, x)| 0 €t € Tz,0 € x € L) EEE Cauchy 问题 (64) X (51) 的 最 大 决定 
D. E C? 解 的 唯一 性 (参见 文 [11]) 知 ， 在 上 述 区 域内 有 w(t, £) = ug(t), EIA (17) 成 
立 。 

EH, C? Hu = u(t, z) Flu = u(t, o) 同时 满足 方程 (64) 及 初始 条 件 


t=: (uu)= (nt),5)), T-T <t<T (90) 


与 边界 条 件 (86)。 由 T2 > 0 知 ， 区 域 {(t,z) | TT; «t€ T,O Ez € L) A & (ES UIR 
问题 (64), (90) 及 (86) 的 最 大 决定 区 域内 。 由 C2 解 的 唯一 性 (参见 文 [11]) 知 ， 在 上 述 区 域内 
8 u(t, £) = ut, zx), FIE (18) 成 立 。 定 理 2.4 证 毕 。 
注 2.6 关于 控制 时 间 的 估计 (69) 是 不 可 改进 的 ， 它 保证 了 前 向 Cauchy 问题 的 最 大 决定 区 
WRR {t x)| t=T, 0 < zx < 二} 不 相交 。 
为 了 说 明 这 一 点 ， 考 察 方程 
Utt + Utz = 0, (91) 


它 有 两 个 特征 根 
A-0, u-—l. (92) 


前 向 Cauchy 问题 (91) 及 (17) 的 最 大 决定 区 域 为 {(t,x) |O& t« z, 0€ z« L} GT «LL, 如 
图 3， 该 区 域 与 线段 {(t,z) |t 2 T, O € z € LI 必 相 交 ， 从 而 与 解 的 相 容 性 矛盾 。 

注 2.7 定理 2.1 至 定理 2.4 中 的 边界 控制 不 唯一 。 
3 ”附录 


由 文 [10]， 可 得 以 下 一 些 前 面 讨论 中 用 到 的 结论 。 
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情形 3.1 入 < 0< puo 
_ 引 理 3.1 ( 半 整 体 C? 解 ) 在 假设 (19)-(22) 下 ， 进 而 假设 (yp,) € C? x C1, (hh) e Ca x 
Ct, EA (t,x) = (0,0) & (0, L) 处 分 别 满足 C2 相 容 性 条 件 ， 并 且 (3) 及 (8) 成 立 。 对 任意 给 定 
且 可 能 相当 大 的 Tb > 0， 只 要 
llo; Pllc, xecto] A llk, hllato ,zjxcato ml 


充分 小 (依赖 于 Tb)， 则 混合 初 边 值 问题 (1), (4), (9)-(10) 之 一 及 (11)-(12) 之 一 在 区 域 R(Tb) = 
((,2)]0€t€ To, Oz z < L} EFEK C? fu — u(t,z), SEC? 模 充分 小 ， 且 成 
立 下 列 估计 式 


luloj S K (Hp, bosto, nxcrto,n + Ii, Acao mxcaom)， (93) 


其 中 天 是 一 个 可 能 依赖 于 鸭 的 正常 数 。 
注 3.1 在 假设 (19) 及 (21) 下 ， 代 替 (20) 及 (22) 假设 


(R2 一 ARs)(0,0,0) £ 0, (94) 
(Rz — uR3)(0,0,0) # 0. (95) 

对 任意 给 定 且 可 能 相当 大 的 2 > 0， 给 定 终 值 
t=T :(uu,)—(6,W), 0<r<L, (96) 


其 中 (0, V) € C?x C', HR (,R) € C4 x CH, ER (t, 1) = (To. 0) Æ (To, L) 处 分 别 满足 C? 相 
容 性 条 件 ， 且 (3) (S) 成 立 。 只 
IS, ¥)llezo,nxcron 及 人, 则 catorxcaom - 


充分 小 (KF To) 则 后 向 混合 初 边 值 问题 (1), (96), (9)-(10) 之 一 及 (11)-(12) 之 一 在 区 域 RTo) 
= {(t,£)| 0 < t < To, 0 < z < L} 上 存在 唯一 的 半 整 体 02 解 w= w(t,z)， 其 0C? 模 充分 小 ， 且 
成 立 下 列 估计 式 

lulle S 天 (| 本 ,更 )czoixcaozl 二 PPlceomxcaomh， (97) 


其 中 KK 是 一 个 可 能 依赖 于 的 正常 数 。 

情形 3.2 0cA«p. 

引 理 3.2 CFH C? H) ftt (o, v) € C? x Cl, (h,h) e C?x Cl， 在 点 (t,x) = (0,0) 处 
满足 C? 相 容 性 条 件 ， 并 且 (2)-(3) 及 (13) 成 立 。 对 任意 给 定 且 可 能 相当 大 的 Th > 0， 只 要 

Go; leztomxoro,r) 及 | 站 cslomjxcalom] 
充分 小 (依赖 于 To)， 则 混合 初 边 值 问题 (1), (4) 及 (14) 在 区 域 RT) = {(t,z)10<t<7T,0< 
z < 了 上 存在 唯一 的 半 整 体 C2 解 = w(t,z)， 其 C? 模 充分 小 ， 且 成 立 下 列 估计 式 
lulle < K(Io; v)lezt,nxcx,2 + lC: Ro)llezto,ro]xcrlo,T) ); (98) 


其 中 友 是 一 个 可 能 依赖 于 To 的 正常 数 。 


第 6 期 庄 凯 丽 ， 尚 培 培 ;二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 精确 边界 能 控 性 1019 


注 3.2 对 任意 给 定 且 可 能 相当 大 的 To > 0, AES (96) HH (D,Y) e C? x C. 
X (hh) e C? x Cl, 在 zx = 工 处 给 定 边界 条 件 


r=L:u=h(t), v(t) = h(t). (99) 
假设 在 点 (5,7) = (To, L) 处 满足 C2 相 容 性 条 件 ， 且 (2)-(3) 及 (13) 成 立 。 只 要 
| 更 ,更 jcato mxcaoa 及 人 出 coalomolxcrlomol 


充分 小 (依赖 于 矶 )， 则 后 向 混合 初 边 值 问题 (1), (96) 及 (99) Æ K8 R(To) = {(z) | 0 < t < 
Ty, 0 < z € 上} 上 存在 唯一 的 半 整 体 0? 解 w= u(t,z)， 其 C2 模 充分 小 ， 且 成 立 下 列 估计 式 


llullcztgcroy < K(®, W)llest zx eto. z + ll^, Pllezto,To1x c1 [0,79] )» (100) 


其 中 KK 是 一 个 可 能 依赖 于 To 的 正常 数 。 

情形 3.3 0 三 和 <k。 

引 理 3.3 ( 半 整 体 C? 解 ) ER (p.v) e C? x C1， 在 x = 0 处 给 定 边 界 条 件 (9) 或 (10)， 其 
th ecd, B0) 的 情况 下 假设 (19)-(20) 成 立 ， 并 假设 在 点 (60) = (0,0) 处 满足 C? 相 容 性 
条 件 ， 且 (3) 及 (15) 成 立 。 对 任意 给 定 且 可 能 相当 大 的 To > 0， 只 要 


|g, v)le2t,rpeeio,n] 及 lhllcato,ro] 


充分 小 (依赖 于 TD)， 则 混合 初 边 值 问题 (1), (4) 及 (9)-(10) 之 一 在 区 域 RITo) = {(t,7)10<t< 
Ty, 0 € z € 工 } 上 存在 唯一 的 半 整 体 C? 解 以 二 u(t,z)， 其 C? 模 充分 小 ， 且 成 立 下 列 估计 式 


ulloztrcroy < K (Mos plozto,rxco0,n + lhlleato,r] )， (101) 


其 中 KK 是 一 个 可 能 依赖 于 To 的 正常 数 。 

注 3.3 对 任意 给 定 且 可 能 相当 大 的 Th > 0， 给 定 终 值 (96)， 其 中 (®,) E C?xC'. 
在 x 二 工 处 给 定 边界 条 件 (11) 或 (12)， 其 中 及 c C3， 且 在 (12) 的 情况 下 假设 (21) 及 (95) 成 
立 ， 并 假设 在 点 (t,xz) = (To, L) 处 满足 C? 相 容 性 条 件 ， 且 (3) 及 (05) 成立 。 只 要 


||(®, Ylezto,axcrton 及 Rlloatory 
充分 小 (依赖 于 元 )， 则 混合 初 边 值 问题 (1), (96) 及 (11)-(12) 之 一 在 区 域 R(To) = (652) 10 < 
t€ To,0 << L} EFTER KEH O ffu = ult, a); 其 C2 模 充分 小 ， 且 成 立 下 列 估计 
式 
lullcstRerol € K (NH(®, losto,nxcto,n  lihllozo;n ): (102) 


其 中 反 是 一 个 可 能 依赖 于 To 的 正常 数 。 
致谢 ， 作 者 感谢 李 大 潜 院士 和 王志强 老师 宝贵 的 建议 和 不 伴 的 教诲 。 


参考 文献 : 
[1] Lions J L. Exact controllability, stabilization and pertubations for distributed systems[J]. SIAM Review, 
1988, 30: 1-68 


(2] Russell D L. Controllability and stabilizability theory for linear partial differential equations: recent progress 
and open questions[J]. SIAM Rev, 1978, 20: 639-739 


1020 工 程 数 学 学 报 第 26 卷 


[3] Li Tatsien, Rap Bopeng. Local exact boundary controllability for a class of quasilinear hyperbolic systems[J]. 
Chin Ann Math, 2002, 23B: 209-218 

[4] Li Tatsien, Rap Bopeng. Exact boundary controllability for quasilinear hyperbolic systems[J]. SIAM J 
Control Optim, 2003, 41: 1748-1755 

[5] Li Tatsien, Wang Z Q. A note on the exact controllability for nonautonomous hyperbolic systems([J]. 
Commun Pure Appl Anal, 2007, 6: 229-235 

[6] Li Tatsien, Yu L X. Exact boundary controllability for 1-D quasilinear wave equations(J]. SIAM J Control 
Optim, 2006, 45: 1074-1083 

[7] Wang Z Q. Exact controllability for nonautonomous first order quasilinear hyperbolic systems[J]. Chin Ann 
Math, 2006, 27B: 643-656 

[8] Wang Z Q. Exact boundary controllability for nonautonomous quasilinear wave equation|J]. Math Meth 

Appl Sci, 2007, 30: 1311-1327 

[9] Li Tatsien, Rap Bopeng, Wang Z Q. A note on the one-side exact controllability for quasilinear hyperbolic 

systems[J]. Commun Pure Appl Anal, 2009, 8: 405-418 

10) 尚 培 培 ， 庄 遍 丽 , 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 精确 能 观 性 [四 . 工程 数学 学 报 ，2009, 26(4): 618-636 

11] Li Tatsien, Yu W C. Boundary Value Problems for Quasilinear Hyperbolic Systems[M]. Duke University 

Mathematics Series V, 1985 

12] Li Tatsien, Yu L X. Exact controllability for first order quasilinear hyperbolic systems with zero eigenval- 

ues(J]. Chin Ann Math, 2003, 24B: 415-422 

13] Li Tatsien, Jin Y. Semi-global C! solution to the mixed initial-boundary value problem for quasilinear 

hyperbolic systems(J]. Chin Ann Math, 2001, 22B: 325-336 

14) 李 大 潜 ， 沈 玮 巾 等 . 拟 线性 双 曲 -抛物 耦合 方程 组 的 第 二 边 值 问 题 [可 . 数学 年 刊 A 辑 ，1981, 2: 65-90 


Exact Boundary Controllability for Second Order Quasilinear 
Hyperbolic Equations 


ZHUANG Kai-li， SHANG Pei-pei 
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Abstract: Based on the theory of the semi-global C? solution to the mixed initial-boundary value 
problem for second order quasilinear hyperbolic systems, different boundary conditions are proposed for 
general second order quasilinear hyperbolic equations according to the distribution of the eigenvalues 
in a neighbourhood of the equilibrium states. The local exact boundary controllability is established by 
direct method for second order quasilinear hyperbolic equations with nonzero eigenvalues; for second 
order quasilinear hyperbolic equations with zero eigenvalues, the local exact boundary controllability 
is established for specific equations. Some sharp estimates on the exact controllability time are also 
obtained. 

Keywords: second order quasilinear hyperbolic equations; mixed initial.boundary value problem; 
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